Numeryczne calkowanie réwnan ruchu

Rownania rézniczkowe mozemy rozwigzywaé numerycznie krok po kroku: obli-
czenia sprowadzajg sie do prostej arytmetyki. Poniewaz nalezy je zwykle wyko-
nywaé wiele razy, co nie jest porywajgceg czynnos$cig, wiec najlepiej nadajg sie
do takich celow komputery.

Zasada calkowania numerycznego jest prosta: pochodng funkcji f/(t) dla
krotkich czasow At zastepujemy ilorazem réznicowym (ilorazem przyrostow):

At ~ '
Przeksztatcajac to réwnanie mozemy obliczyé¢ warto$é funkeji w chwili pdzniej-
szej f(t + At):

ft+At) = f(t) + f'(t)At (*)

Znajac wiec wartos¢ funkeji oraz jej pochodna w chwili ¢ mozemy znalezé wartoscé
funkcji w chwili ¢ + At. Jesli czas At jest niewielki, procedura ta powinna by¢
sensowna. QOczywiscie nie zawsze wiadomo, jak krotki czas At nalezy wybraé w
danym przypadku.

W catkowaniu numerycznym wybieramy jaki§ ustalony krok czasowy At i
obliczamy wartosci szukanej funkcji w kolejnych chwilach odlegtych o At. Oczy-
wiScie, aby zaczac obliczenia, musimy zadaé¢ pewne wartosci poczatkowe w chwili
t=0.

Przypadek ruchu ciata w polu nieruchomego centrum sity ciezkosci jest nieco
bardziej skomplikowany, poniewaz w kazdym kroku musimy znajdowa¢ dwa wek-
tory: wektor potozenia [x,y| oraz wektor predkosci vy, v,].

Roéwnania ruchu w postaci wektorowej maja postac:
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Gdy ciato znajduje sie w punkcie (z,y) plaszczyzny (centrum sity znajduje sie
w poczatku ukladu wspotrzednych), sktadowe rownan ruchu przyjmuja postaé:
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Aby rozwiaza¢ numerycznie ten uktad réwnan, nalezy zada¢ warunki poczat-
kowe w chwili ¢t = 0 i do kazdego z rownan w pochodnych zastosowaé¢ wzor (*).
Znajac polozenia i predkosci w danej chwili obliczamy potozenia i predkosci w
chwili pozniejszej o At.

Okazuje sie, ze w praktyce, aby uzyskac stabilne rozwigzania nalezy oblicza¢
polozenia i przyspieszenia w chwilach 0, At, 2At..., natomiast predkosci w
chwilach przesunietych o 1/2At. Otrzymujemy wiec uklad réwnan stuzacy do
numerycznych obliczeit w postaci:

2(t+ At) = 2(t) + vy (t + At/2) At
y(t + At) = y(t) + v, (t + At/2)At
Vg (t + AL)2) = vy (t — At)2) + aq(t)At

vyt + At)2) = vy (t — At)2) + a, () At
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Jako warunki poczatkowe zadajemy wektory polozenia i predkosci w chwili
poczatkowej: x(0), y(0), v,(0) oraz v,(0). Chcac skorzysta¢ z uktadu réwnan
(2) musimy jeszcze wyznaczy¢ predkosé w chwili At/2:

s (At/2) = v, (0) + az(0)At/2
0, (A1/2) = v,(0) + a, (0)At/2

Te ostatnie rownania oraz réwnania (2) umieszczone sa w arkuszu kalkula-
cyjnym satelita.xls.



