Ksztalt orbity planety: I prawo Keplera

Pokazemy, ze orbitg planety poruszajgcej sie pod dziataniem sily ciezkosci ze
strony Storica jest krzywa stozkowa, w szczegdlnosci elipsa.

Wektor predkoéci planety

Dzielimy orbite planety promieniami wodzacymi tworzacymi niewielkie i jed-
nakowe katy Af. Cale rozumowanie ma sens przej$cia granicznego: bedziemy
zaklada¢, ze A0 — 0

Zgodnie z II prawem Keplera (prawem pol) pole powierzchni AS wycinka
utworzonego przez dwa sasiednie promienie wodzace jest proporcjonalne do
czasu At przebycia danego odcinka orbity: AS ~ At. Pole wycinka ma w
przyblizeniu ksztalt trojkata o dwoch bokach dlugosci r, wyraza sie wiec wzo-
rem

1 1
AS = 57"2 sin Af =~ irzAH.

Tak wiec
r2A0 ~ At.

Zmiana wektora pedu pod dzialaniem przyciggania Stonca jest zgodnie z druga
zasada dynamiki Newtona proporcjonalna do sity F' i czasu jej dziatania At:

AP = mAT = FAt.

W naszym przypadku sila jest sita grawitacji, odwrotnie proporcjonalna do
kwadratu odleglosci. Zmiana predkosci odpowiadajaca katowi AO jest wiec
niezalezna od odleglodci i skierowana zawsze ku Stoncu:

1 a

AT ~ (72 : 7«2) r

r r
Sytuacje te przedstawia rysunek ponizej, gdzie kolejnymi numerami oznaczono
kolejne Av, predkosé vy jest predkoscia w punkcie najblizszym Storica - w tzw.
peryhelium




Kolejne wektory Av dodaja sie do poczatkowej predkosci vy , jak pokazuje
prawa cze$¢ rysunku. Maja one jednakows dlugosé i obrocone sa 0 A wzgledem
siebie. Jasne jest wiec, ze koniec wektora predkosci porusza sie po wielokacie.
Gdy zmniejszamy A# wielokat ten dazy do okregu. Mamy wiec nastepujace

Twierdzenie 1 Koniec wektora predkosci planety zatacza tuk okregu

Linie zataczana przez koniec wektora predkosci nazywa sie w mechanice ho-
dografem. Mozemy wiec powiedzie¢ krotko: W ruchu keplerowskim hodo-
graf jest lukiem okregu.

Sytuacje przedstawia ponizszy rysunek

V(o)

Zaleznie od wartosci vy poczatek wektora predkosci lezy wewnatrz okregu,
na okregu badZ na zewnatrz okregu.

Oczywiscie powyzsze twierdzenie bardzo tatwo uzyskaé na drodze analitycz-
nej podstawiajac w rownaniach ruchu planety zamiast czasu nowa zmienng 6.

Ksztalt orbity: podej$cie geometryczne

Mozna pokazaé, ze w przypadku gdy poczatek wektora predkosci lezy wewngtrz
okregu torem planety jest elipsa. Czysto geometryczny dowdd zaproponowal
R.P. Feynman (D.L. Goodstein, J.R. Goodstein Zaginiony wyktad Feynmana).

Najpierw definiujemy elipse: dla kazdego punktu elipsy suma jego odleglosci
od dwoch ustalonycxh punktéw jest stata. Punkty te nazywamy ogniskami
elipsy (nazwa zwiazana jest z faktem, ze $wiatlo ze Zrodla umieszczonego w
jednym z ognisk odbijane przez zwierciadto o ksztalcie eliptycznym skupia sie
w drugim ognisku). Mamy wiec z definicji

Fi P+ F>P = const



Elipse mozna takze skonstruowaé¢ w sposob nastepujacy (patrz rysunek po-
nizej). Obieramy dwa ogniska elipsy. Nastepnie wykreslamy okrag o srodku
F5 i promieniu réwnym dlugosci duzej osi elipsy. Dla dowolnego punktu P na
okregu wykre§lamy odcinki F1 P oraz FoP. W ostatnim kroku konstruujemy
symetralng odcinka F7 P. Punkt Xprzeciecia owej symetralnej i promienia F} P
lezy na elipsie. Mamy bowiem

F1X+XF2 :PX+XF2 :PF2 = const.

SkorzystaliSmy tu z faktu, ze punkt symetralnej jest réwnoodlegly od koricow
odcinka: F1.X = PX.

Powtarzajac konstrukcje dla réznych punktéw P mozemy znalezé dowolnie
duzo punktéw elipsy.

Co wiecej latwo zauwazyé, ze symetralna z tej konstrukeji jest styczna do
elipsy w punkcie X. Kazdy bowiem inny punkt tej symetralnej ma wieksza
sume odlegtodci od ognisk, lezy wiec na elipsie obejmujacej te dopiero co skon-
struowang.

Mozemy teraz przej$¢ do konstrukcji toru planety. Bierzemy w tym celu
hodograf predkosci i obracamy go o 90° w prawo (patrz rysunek ponizej, lewa



cze$é). Fy P ma teraz kierunek promienia wodzacego planety, F1 P jest prosto-
padte do kierunku predkosci. Jesli zastosujemy dopiero co poznana konstrukcje
i narysujemy symetralna odcinka F; P, to ma ona kierunek wektora predkosci,
a wiec wektora stycznego do toru. Czyli na kazdym promieniu wodzacym bu-
dujemy tor o prawidlowym przebiegu stycznej. Oznacza to, ze konstrukcja jest
torem planety z dokladnoscia do skali: nic wprawdzie nie wiemy o rozmiarach
orbity, lecz jej ksztalt zostal ustalony jednoznacznie. A zatem:

P P

Twierdzenie 2 Orbita planety jest elipsq, Storice znajduje sie w jednym z jej
ognisk.

Nalezy pamieta¢, ze twierdzenie to odpowiada sytuacji, gdy poczatek wek-
tora predkosci lezy wewnatrz okregu zakreslanego przez jego koniec. Dwie pozo-
stale mozliwosci prowadza do orbity parabolicznej i hiperbolicznej. Najlatwiej
wykazaé to jednak w sposéb analityczny, co zostanie zrobione ponizej.



Ksztalt orbity: podejscie analityczne

Wréémy raz jeszcze do sytuacji z twierdzenia o hodografie, przedstawia ja po-
nizszy rysunek.

Wektor predkosci planety mozna przedstawié¢ jako sume stalego wektora v
oraz wektora w kazdej chwili prostopadtego do promienia wodzacego vg:

U= U1 + Ug.

Korzystajac z zasady zachowania momentu pedu planety mamy |7 x 0] = C,
gdzie C' jest pewna stala. Wstawiajac wynik twierdzenia o hodografie otrzymu-
jemy

|7 X U] = |7 x U1 + 7 x Ur| = rvy 8in(90° — 0) 4+ rvg = r(vy cos 0 + vg) = C.

Obliczajac r otrzymujemy

C

v
r— R
1+ —cosf
VR
Ostanie rownanie ma postac¢ biegunowego rownania stozkowe]j znanego z geome-
trii analitycznej:

p
r=-———.
1+ ecosf
Poréwnujac oba réwnania widzimy, ze mimosrod stozkowej e jest réwny
U1
e=—.
VR

A zatem e > 1 (hiperbola) odpowiada sytuacji, gdy poczatek wektora predkosci
lezy na zewnatrz okregu, parabola e = 1 odpowiada sytuacji, gdy poczatek ten
lezy na okregu, wreszcie przypadek e < 1 (elipsa) odpowiada sytuacji rozpatry-
wanej powyzej w sposob czysto geometryczny.



