
Ksztaªt orbity planety: I prawo Keplera
Poka»emy, »e orbit¡ planety poruszaj¡cej si¦ pod dziaªaniem siªy ci¦»ko±ci ze
strony Sªo«ca jest krzywa sto»kowa, w szczególno±ci elipsa.

Wektor pr¦dko±ci planety
Dzielimy orbit¦ planety promieniami wodz¡cymi tworz¡cymi niewielkie i jed-
nakowe k¡ty ∆θ. Caªe rozumowanie ma sens przej±cia granicznego: b¦dziemy
zakªada¢, »e ∆θ → 0

Zgodnie z II prawem Keplera (prawem pól) pole powierzchni ∆S wycinka
utworzonego przez dwa s¡siednie promienie wodz¡ce jest proporcjonalne do
czasu ∆t przebycia danego odcinka orbity: ∆S ∼ ∆t. Pole wycinka ma w
przybli»eniu ksztaªt trójk¡ta o dwóch bokach dªugo±ci r, wyra»a si¦ wi¦c wzo-
rem

∆S =
1
2
r2 sin∆θ ≈ 1

2
r2∆θ.

Tak wi¦c
r2∆θ ∼ ∆t.

Zmiana wektora p¦du pod dziaªaniem przyci¡gania Sªo«ca jest zgodnie z drug¡
zasad¡ dynamiki Newtona proporcjonalna do siªy ~F i czasu jej dziaªania ∆t:

∆~p = m∆~v = ~F∆t.

W naszym przypadku siª¡ jest siªa grawitacji, odwrotnie proporcjonalna do
kwadratu odlegªo±ci. Zmiana pr¦dko±ci odpowiadaj¡ca k¡towi ∆θ jest wi¦c
niezale»na od odlegªo±ci i skierowana zawsze ku Sªo«cu:

∆~v ∼
( 1

r2
· r2

)~r

r
.

Sytuacj¦ t¦ przedstawia rysunek poni»ej, gdzie kolejnymi numerami oznaczono
kolejne ∆~v, pr¦dko±¢ ~v0 jest pr¦dko±ci¡ w punkcie najbli»szym Sªo«ca - w tzw.
peryhelium
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Kolejne wektory ∆~v dodaj¡ si¦ do pocz¡tkowej pr¦dko±ci ~v0 , jak pokazuje
prawa cz¦±¢ rysunku. Maj¡ one jednakow¡ dªugo±¢ i obrócone s¡ o ∆θ wzgl¦dem
siebie. Jasne jest wi¦c, »e koniec wektora pr¦dko±ci porusza si¦ po wielok¡cie.
Gdy zmniejszamy ∆θ wielok¡t ten d¡»y do okr¦gu. Mamy wi¦c nast¦puj¡ce

Twierdzenie 1 Koniec wektora pr¦dko±ci planety zatacza ªuk okr¦gu

Lini¦ zataczan¡ przez koniec wektora pr¦dko±ci nazywa si¦ w mechanice ho-
dografem. Mo»emy wi¦c powiedzie¢ krótko: W ruchu keplerowskim hodo-
graf jest ªukiem okr¦gu.

Sytuacj¦ przedstawia poni»szy rysunek
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Zale»nie od warto±ci ~v0 pocz¡tek wektora pr¦dko±ci le»y wewn¡trz okr¦gu,
na okr¦gu b¡d¹ na zewn¡trz okr¦gu.

Oczywi±cie powy»sze twierdzenie bardzo ªatwo uzyska¢ na drodze analitycz-
nej podstawiaj¡c w równaniach ruchu planety zamiast czasu now¡ zmienn¡ θ.

Ksztaªt orbity: podej±cie geometryczne
Mo»na pokaza¢, »e w przypadku gdy pocz¡tek wektora pr¦dko±ci le»y wewn¡trz
okr¦gu torem planety jest elipsa. Czysto geometryczny dowód zaproponowaª
R.P. Feynman (D.L. Goodstein, J.R. Goodstein Zaginiony wykªad Feynmana).

Najpierw de�niujemy elips¦: dla ka»dego punktu elipsy suma jego odlegªo±ci
od dwóch ustalonycxh punktów jest staªa. Punkty te nazywamy ogniskami
elipsy (nazwa zwi¡zana jest z faktem, »e ±wiatªo ze ¹ródªa umieszczonego w
jednym z ognisk odbijane przez zwierciadªo o ksztaªcie eliptycznym skupia si¦
w drugim ognisku). Mamy wi¦c z de�nicji

F1P + F2P = const
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Elips¦ mo»na tak»e skonstruowa¢ w sposób nast¦puj¡cy (patrz rysunek po-
ni»ej). Obieramy dwa ogniska elipsy. Nast¦pnie wykre±lamy okr¡g o ±rodku
F2 i promieniu równym dªugo±ci du»ej osi elipsy. Dla dowolnego punktu P na
okr¦gu wykre±lamy odcinki F1P oraz F2P . W ostatnim kroku konstruujemy
symetraln¡ odcinka F1P . Punkt Xprzeci¦cia owej symetralnej i promienia F1P
le»y na elipsie. Mamy bowiem

F1X + XF2 = PX + XF2 = PF2 = const.

Skorzystali±my tu z faktu, »e punkt symetralnej jest równoodlegªy od ko«ców
odcinka: F1X = PX.

Powtarzaj¡c konstrukcj¦ dla ró»nych punktów P mo»emy znale¹¢ dowolnie
du»o punktów elipsy.

F
1

F
2

P

C

X

Co wiecej ªatwo zauwa»y¢, »e symetralna z tej konstrukcji jest styczn¡ do
elipsy w punkcie X. Ka»dy bowiem inny punkt tej symetralnej ma wi¦ksz¡
sum¦ odlegªo±ci od ognisk, le»y wi¦c na elipsie obejmuj¡cej t¦ dopiero co skon-
struowan¡.

Mo»emy teraz przej±¢ do konstrukcji toru planety. Bierzemy w tym celu
hodograf pr¦dko±ci i obracamy go o 90◦ w prawo (patrz rysunek poni»ej, lewa
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cz¦±¢). F2P ma teraz kierunek promienia wodz¡cego planety, F1P jest prosto-
padªe do kierunku pr¦dko±ci. Je±li zastosujemy dopiero co poznan¡ konstrukcj¦
i narysujemy symetraln¡ odcinka F1P , to ma ona kierunek wektora pr¦dko±ci,
a wi¦c wektora stycznego do toru. Czyli na ka»dym promieniu wodz¡cym bu-
dujemy tor o prawidªowym przebiegu stycznej. Oznacza to, »e konstrukcja jest
torem planety z dokªadno±ci¡ do skali: nic wprawdzie nie wiemy o rozmiarach
orbity, lecz jej ksztaªt zostaª ustalony jednoznacznie. A zatem:
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Twierdzenie 2 Orbita planety jest elips¡, Sªo«ce znajduje si¦ w jednym z jej
ognisk.

Nale»y pami¦ta¢, »e twierdzenie to odpowiada sytuacji, gdy pocz¡tek wek-
tora pr¦dko±ci le»y wewn¡trz okr¦gu zakre±lanego przez jego koniec. Dwie pozo-
staªe mo»liwo±ci prowadz¡ do orbity parabolicznej i hiperbolicznej. Najªatwiej
wykaza¢ to jednak w sposób analityczny, co zostanie zrobione poni»ej.
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Ksztaªt orbity: podej±cie analityczne
Wró¢my raz jeszcze do sytuacji z twierdzenia o hodogra�e, przedstawia j¡ po-
ni»szy rysunek.
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Wektor pr¦dko±ci planety mo»na przedstawi¢ jako sum¦ staªego wektora ~v1

oraz wektora w ka»dej chwili prostopadªego do promienia wodz¡cego ~vR:

~v = ~v1 + ~vR.

Korzystaj¡c z zasady zachowania momentu p¦du planety mamy |~r × ~v| = C,
gdzie C jest pewn¡ staª¡. Wstawiaj¡c wynik twierdzenia o hodogra�e otrzymu-
jemy

|~r × ~v| = |~r × ~v1 + ~r × ~vR| = rv1 sin(90◦ − θ) + rvR = r(v1 cos θ + vR) = C.

Obliczaj¡c r otrzymujemy

r =

C

vR

1 +
v1

vR
cos θ

.

Ostanie równanie ma posta¢ biegunowego równania sto»kowej znanego z geome-
trii analitycznej:

r =
p

1 + e cos θ
.

Porównuj¡c oba równania widzimy, »e mimo±ród sto»kowej e jest równy

e =
v1

vR
.

A zatem e > 1 (hiperbola) odpowiada sytuacji, gdy pocz¡tek wektora pr¦dko±ci
le»y na zewn¡trz okr¦gu, parabola e = 1 odpowiada sytuacji, gdy pocz¡tek ten
le»y na okr¦gu, wreszcie przypadek e < 1 (elipsa) odpowiada sytuacji rozpatry-
wanej powy»ej w sposób czysto geometryczny.
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