Naturalna funkcja wykladnicza i liczba e

Pochodna funkcji wykladniczej
Obliczmy zgodnie z definicja pochodng funkcji y = a*:
dy a®th — q® a" —1

dr  h—0 h h—0

~a* - fa).

f(a) nie zalezy od z, jest wiec stala okreslong jedynie przez podstawe funkcji
wyktadniczej a. Przy a > 1 funkcja wykladnicza jest rosnaca, nachylenie wzra-
sta wraz z warto$cia a. Mozemy zdefiniowa¢ liczbe a = e, dla ktoérej spelniony
jest warunek

] eh —1
lim
h—0

=1.

W arkuszu eksponenta.xls mozna obliczaé przyblizong warto$¢ tej granicy dla
roznych wartosci a. Latwo sie przekonaé¢ (wstawiajac rozne wartosci a i obser-
wujac wynik), ze przyblizona wartosé liczby e jest rowna

e=2,7183...
Dla naturalnej funkcji wyktadniczej mamy szczegolnie prosty wzor na pochodna:
() =e".
Funkcje te oznacza sie takze w matematyce exp x.

Ro6zne wyrazenia na ¢

Twierdzenie 1 Liczba e jest granicg ciggu
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Twierdzenie 2 Jesli przez f(z) oznaczymy sume nastepujgeego szerequ:

l‘2 x3 n
f(x)x:1+x+i+§+...+ﬁ+...7
to f(x) = e®.

Dowdd twierdzenia 1
Z definicji e mamy

e =1

lim =1.

h—0

Wprowadzajac nowa zmienng z okre§long rownaniem



mozemy napisac

el —1 1 1
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SkorzystaliSmy tu z definicji logarytmu przy podstawie e (zwanego logarytmem

naturalnym). Mianownik ostatniego utamka dazy przy h — 0 (co oznacza z —
o0) do 1. Mamy wiec

1\%
lim In (1—|— 7) =1=lne.
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Opuszczajac logarytmy po obu stronach dostajemy zadany wynik.

Dowdd twierdzenia 2

Szereg z tezy twierdzenia jest zbiezny i mozna go rozniczkowaé wyraz po
wyrazie, tak jak wielomian. Obliczmy pochodng funkcji f(x):
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Zatem pochodna funkcji f(x) jest rowna samej funkcji - tak jak w przypadku
funkcji e*. Ponadto f(0) = 1 = ¢°. Istnieje tylko jedna funkcja f(r) spelniajaca
oba te warunki.



